Critères d'induction et de coinduction pour certains anneaux d'opérateurs différentiels  by Levasseur, T.
JOURNAL OF ALGEBRA 110, 53&562 (1987) 
Crithes d’induction et de coinduction pour 
certains anneaux d’ophateurs diffkentiels 
T. LEVASSEUR 
Univers& Pans VI, MathPmatiques, Tour 45-46, 
4, Place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05, France 
Communicated b-v J. DzeudonnP 
Received February 19, 1986 
Soit Y une algtbre de Lie op&ant par dtrivations sur un anneau local com- 
mutatif noetherien (R, +%R, K= R/‘m), et soit V l’anneau des opCrateurs diff&entiels 
construits $ partir de R et 2. Posons 2’(YlI)= {d~~/d(%Jl)c9Jlm) et Yb = 
Y(%))lWdp; YO est une alg;bre de Lie qui optre sur K par dkrivations et l’on peut 
construire un anneau d’opkrateurs diff&entiels sur Kg l’aide de &, notC V,. G&e 
au ( VO - b’)-bimodule V/%llV on dXmit I’induction (resp. la coinduction) de V, B V 
par Ind:b = - @ vO V/WV (resp. CoindErO - I’ Horn v,,( [‘/IJIm’, -)) et on donne un critere 
pour qu’un V-module soit mduit (resp. comduit) B partir de V,. Ces rix&ats sont 
des analogues de ceux, ktablis par Mackey pour les groupes de Lie et par Blattner 
pour les algkbres de Lie, analogues, basks sur la notion de systime d’imprimitivlt& 
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Let 2 be a Lie algebra acting by derivations on a commutative noetherian local 
ring (R, ‘KU, R= R/W) and let V be the ring of differential operators built on R and 
Y. Defining 2’(!7JI) = {d E Y/d(‘3n) c YJI 1 and 2” = U(~N)/CmU, PO is a Lie algebra 
which acts on K by derivations, and we can construct a differential operators ring 
on K with PO, denoted by VO. With the help of the (V, - V)-bimodule VBJlV we 
define the induction (resp. coinduction) from VO to V by IndLO= ~~ gq V/%RV 
(resp. Comdia = Horn vg( V/%X V, -)) and we give a criterion for a V-module to be 
induced (resp. coinduced) from V,. These results are similar to those established by 
Mackey for Lie groups and Blattner for Lie algebras, which are based on the notion 
of the system of imprimitivity. ‘c 1987 Academic Press, Inc 
0. INTRODUCTION 
Le point de dtpart de ce travail r&side dans les “thtorkmes d’im- 
primitivitt” pou; les groupes algtbriques et les algkbres de Lie exposks dans 
[M, PSI, par exemple. Soient G un groupe algbbrique, P un sous-groupe 
algkbrique de G, si E est un P-module rationnel, le module induit 
WIGI O.~CPI E est. un G-module rationnel. Inversement un G-module 
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rationnel M est induit a partir de P si et seulement si il est muni dun sys- 
t&me d’imprimitivite, c’est-a-dire, ici G/P est affrne, dune structure de 
A-module compatible avec l’action de G, oh A = k[G/P] est l’anneau des 
coordonnees de G/P. On dit alors que M est un (A-G)-module. Ce resultat, 
analogue algebrique d’un thtoreme de Mackey, posslde une version 
infinitesimale dQe a R. Blattner (cf. [Bl)). Avant de la d&ire signalons que 
si M est un (A-G)-module comme preddemment, on obtient en differen- 
tiant I’action de G: X(am) =o(X)(a)m+aX(m), ou XE~= Lie G, (T: 
g + Der,A differentielle de la translation a gauche sur G/P. On dit que 1M 
est muni dune structure de (A-g)-module en un sens evident. D’autre part 
en accord avec la terminologie de [R] ou [F] on peut construire 
$P = A Ok g qui est une (k-A)-algebre de Lie, i.e., une k-algebre de Lie et 
un A-module tel qu’il existe un k-homomorphisme d’algebres de Lie 
A-lintaire cr: 9 --+ Der,A. On note V= V(A, 9) l’algebre solution du 
probleme universe1 pour les (k-A)-algebres de Lie, analogue a celui qui 
donne les algebres enveloppantes (cf. [R, F] ); il est alors evident que les 
(A-g)-modules s’identitient aux b’-modules. 
A l’induction pour les groupes correspondant la coinduction pour les 
aigebres de Lie, [D, Chap. 5, Sect. 61, un theoreme d’imprimitivite 
intinitesimal se pose done comme suit: quelle condition faut-il imposer a un 
g-module IM pour qu’il soit coinduit d’un p-module E, oti p c g est une 
sousalgebre de Lie d’une algebre de Lie g? La reponse de [Bl] est aiors: 
posons A = Horn L,(P )(U(g), k), c’est un anneau, isomorphe a S(g/p)* (done 
un anneau de series formetles), local d’ideal maximal ‘9X; g opere sur A par 
derivations via la multiplication a droite SW U(g) ce qui donne un 
morphisme cr: g + Der,.4 done 9 = A Ok g et V= V(4, 9’); le module M 
est coinduit a partir de E si et seulement si 121 est un [‘-module s&pare et 
complet pour la topologie ‘JJ2-adique et, dans ce cas, E = MI\MM= 
~cl’lcJJz~‘@ v icf. Let buts seront ici, premierement de trouver un critere pour 
qu’un g-module soit induit, deuxiemement de generaliser ces criteres a des 
v(/(A, 9)-modules pour A, 9 “sufisamment” generaux. Le second but a 
son origine essentiellement dans l’analyse dune situation abondamment 
Ctudiee [BeBel, 2, BoBl, 31: si P est un sous-groupe parabolique dun 
groupe reductif G on note $7 = GjP et x = (P/P} ~3’; on pose &! = Hymri (Q), 
M = dim G/P, n-i&me module de cohomologie locale qui se decrit de plusiers 
man&es: en tant que +-module, ofi 9&. est le faisceau d’optrateurs dif- 
ferentiels ur X, c’est l’image directe du QfX)-module k; en tant que 
g-module c’est un module de Verma generali& U(g) @c,cP) kL ; en tant que 
&-module, c’est I’enveloppe injective de k(x) = r?,,!lR,. Notons que dans 
cette derniere description il apparait que tout element de J&’ est annul6 par 
une puissance de I’idCal maximal %Rm, de ,flX. Dam [BeBe2] il est montre 
que le faisceau d’anneaux, note U’, engendre par CQz et le &-module 
0-F ok g, joue un role important dans la situation precedente; en remar- 
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quant qu’il existe cx 0% Qk g -+ 0, (espace des champs de vecteurs sur X) 
la libre Ut n’est autre que I’(&, fi.X Qk g) avec les notations precedentes. 
Notant Y: = cOX 0 g et 6p,(YJ2,) = (d E P’X/~(d)(YJ2X) c W,}, on a 
~$IRX) n g = p, = Ad x(p) et (xX), = gX@Rnl,)/YJ2,$fX g p,. La description 
de HT,,( 0*) comme g-module laisse supposer l’existence dun critere 
d’induction entre les Uo,-modules et les U(p,)-modules. 
Enoncons maintenant la generalisation que nous avons en vue; nous 
nous limitons a un tnonct local, suffisant pour retrouver les exemples 
precedents [Bl, BeBe] mais il est clair que des enoncts globaux ou 
faisceautiques ont possibles. Les hypotheses seront les suivantes (A, YJ2, K) 
est une k-algebre locale noetherienne, P’ une (k-A)-algebre de Lie et un 
A-module libre de rang I; c un morphisme de (k-A)-algebres de Lie de 2 
dans Der,A, I’ est l’anneau V(A, 2) comme en [R]; V, = V(K, PO), OL’I 
Y. = U(YJ2)/9~2U, L2qR) = (dE Y/o(d)(YJ2) c %a}, 1, = dim,&. 
Lcs resultats principaux de cet article peuvent se resumer comme suit: 
Supposons que A soit regulier de dimension n et que 
codim diff,YJ2 = I- lo = IZ (condition veriliee dans les exemples ci-dessus): 
(A) 11 y a equivalence entre la categoric des I/,-modules (a droite) et 
la cattgorie V des V-modules verifiant: M= U,,O ann,,YJ2], oti M objet de 
V, et ann,wYJ21J2’= (xe M/.xWj= 01. L’tquivalence se realisant par les 
foncteurs Ind & = -0 V0 V/YJ2V et Horn [,( l//YJ2V,-) (cf. Corollaire 3.10). 
(B) 11 y a equivalence entre la categoric des YO-modules (a gauche) 
et la categoric $ des V-modules &pares et complets pour la topologie 
YJ2-adique; les foncteurs etant Coind Lo = Horn ,,0( If/YJ2 V,-) et V/YJ2 I’ 0 y - 
(cf. Theo&me 4.7). 
On applique ensuite ces resultats a differentes situations et en particulier 
aux exemples precedents (cf. Theoreme 5.9). 
Remarquons que: 
(1) Moyennant un passage de droite a gauche (decrit en Sect. 5), il y 
a equivalence entre Pp et f, situation tout a fait semblable a l’anti- 
equivalence entre les A-modules de type cofini et les A-modules de type fini 
de la dualite de Maths (cf. [G]). 
(2) Un role preponderant est joue par le (I’,,- I’)-bimodule V/YJJzV qui 
s’explique, dans les exemples choisis, de plusieurs facons: en termes de 
g$-module, c’est l’analogue local du faisceau gFc t-X) qui permet de con- 
struire les images directes a partir de I’injection (x} 4 X (cf. [Bj]). En ter- 
mes de g-modules, il est naturellement isomorphe au (p-g)-bimodule U(g). 
Comme A-module, lorsque 2 = Der,A, c’est I’enveloppe injective du 
A-module A/9X 
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(3) Le theoreme contient le theoreme d’imprimitivitt de Blattner, la 
preuve de (B) generalkant cell de [Bl]. 
(4) La preuve de (A) est obtenue a partir de [F] a l’aide d’un 
theoreme d’annulation de la cohomologie entre modules induits par IndLO, 
cf. Proposition 3.8. 
NOTATIONS. 
- Si IE N’, I= (ii,..., i,) on note 
//I = i: i,, I! = jj i-f ! 
j= I J=I 
- SiI,JE~(‘onditqueJ~Isii,>,j,pourtoutpE(l,..;,~): 
- Ii E N’ est le multi-indice (0 ,..., l ..., 0), le 1 erz i-dme place. 
- I+ J= (it + jlr..., i + j,), I-J=(i, -jl,..., i -j,) si I>J. 
- Sifd 1 1 ,..., d ) sont des el&ments d’un anneau (dans cet ordre) on 
pose pour IE N’: d’=d’;...d;. 
- A Mod (resp. Mod A) est la catt!gorie d s A-modules h gauche 
(resp. d droite) sur un anneau A. On note A Mod/ (req. Modf A), les sous- 
catkgories respectitles desmodules de type fini. 
- Si g est une algt?bre de Lie sur un corps K, U,(g) ou U(g) est 
ralgt?bre emeloppante. Si XE g, ad X est l’application adjointe. 
1. DEFINITIONS ET RAPPELS 
1.1. On commence par rappeler les principales definitions et proprietts 
des anneaux d’operateurs differentiels consider&s dans [R, F, L]. Soient k 
un anneau commutatif et R une k-algebre noethtrienne commutative, 
Der,(R) le R-module des k-derivations de R. 
D~FINI-MON. Un R-module 9 est appele (k-R)-algebre de Lie si: 
(i) 2’ est une k-algebre de Lie. 
(ii j I1 existe un homomorphisme CT de R-modules et de k-algebres de 
Lie, de 9 dans Der,(R). 
(iii) [d,, rdJ =r[d,, d2] +cr(d,)(r) d2 pour rER, d,, d, EY. 
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Signalons que Ker CT est une sow(k-R)-algkbre de Lie et m&me un idtal de 
9, c’est-A-dire un sous-R-module et un id&al de la k-algkbre de Lie, 9. 
Lorsque B est une (k-R)-algkbre de Lie on construit une k-algebre not&e 
V(R, 9’) comme en [R] et [F]. Nous dirons seulement que c’est une 
alglbre d’opkrateurs diffbrentiels engendrke sur R par les Gments de dp 
avec les relations [d, r] = a(d)(r). Les calculs de commutation se font B 
l’aide du lemme suivant: 
1.2. LEMME. Soient 8, ,..., d E SC’ et IE N’, pour tout aE R on a: 
o(a)‘(a) al--f dans V(R, 9’). 
Preuve. Prockder par rtcurrence sur 1 I). 
1.3. L’anneau V(R, 9) a 6tC essentiellement ltudil lorsque 9 est un 
R-module projectif de tJ’pe fini, hypothese que l’on fera dans toute la suite. 
Signalons les propri&s essentielles de V := V( R, Y), que nous ne d&non- 
trerons pas. 
1.3.1. L’anneau V est tiltrt naturellement par “l’ordre” relativement 
aux tltments de 2 le gradui: associe Ctant S,(Z) l’alg&bre sym&ique de 
2 sur R (cf. [RI). 
1.3.2. Soient a une k-algkbre noethkrienne et ~0: R -+ r? un 
homomorphisme de k-algkbres, tel que tout Cltment de o(Y) s’Ctende en 
un Clement de Der,ff. Soient 2 =&@, 8, 6: p +Der,i?, t= V($ 8). 
L’anneau P est un ( V- V)-bimodule isomorphe li ii OR V (resp. VOR R), 
les tlCments de 9 optrant diagonalement 5 gauche. Lorsque i? est un 
R-module plat (resp. lidklement plat), r posskde les memes propriMs 
comme V-module et on a gl dim r< gl dim V, avec tgalitC si gl dim V< CC 
et a est fidklement plat sur R, (cf. appendice pour un exemple de cette 
situation). 
Les situations les plus frkquemment rencontrkes sont 
cp: R + S- ‘R oti S est une partie multiplicative de R. 
cp: R + R oti ii est le cornpI& de R pour une topologie *YJ&adique. 
1.4. Supposons que (A, W, K= A/!!) soit une k-algkbre locale 
no&hCrienne et soit 8 une (k-A)-algebre de Lie. On note 5?(‘9.X) l’ensemble 
(dE sP/a(d)(YJ) c mnr> Y0 = ~(~))lYJW. Comme Z0 est une (k-K)-algkbre 
de Lie on peut dtfinir V, := V(K, &) (cf. [F, Sect. 41). 
Soit 5 le homomorphisme JZ’/‘!lXdp -+Hom,(9XlJn’, K) dtfini par 
O(Z)(T) = a(d)(x) pour JE JZ’/~YJW, .Z ~‘92/m*, on a done Y0 = Ker 5. 
Z=rg,$P et t=dim,Imc?, done /,=1-t. 
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DEFINITION (cf. [GL] ). On appelle dimension (resp. codimension) dif- 
ferentielle d ‘9JI dans 9, l’entier I, = dim, 5$, (resp. t = 1- I,); on la designe 
par dim diff, 9JI (resp. codim diff, !JJI). 
I1 existe une base (d, ,..., d , n, + 1 ,..., d } du A-module Y et un systeme 
generateur (x1 ,..., x ,..., xn} de W tels que: aid;) = 6, pour 1 6 i, j < t et 
o(di)(x,) E ‘331 pour t + 1 <i < Z, 1 <j< n (cf. [F], Lemme 4.31). 
On en deduit que: {Zt+ I ,..., i&,> est une base de Y0 sur K, Y(‘JJ)= 
+9JIdl 0 ... @%XZd,@Ad,+, @ ... @Ad! et (xl,...,xt) est une suite 
reguliere dans A (cf. Appendice 7.1). 
2. EXEMPLES 
2.1. Soit 2 une (k-R)-algebre de Lie comme en 1.3 et supposons que: 
(i) Der,R = 0 est un R-module projectif de type fini (c’est le cas si 
R est regulier, localise d’une algebre de type tini sur un corps de carac- 
teristique 0 ou si R = k[ [IX, ,..., X ]]). 
(ii) g: Y -+ 0 est surjectif. 
(iii) L’anneau Diff,R des optrateurs differentiels sur R possede un 
grad& associe a la filtration par l’ordre isomorphe a S,(O). L’hypothese 
(iii) entrame: V(R, 0) = Diff,(R) et si X = Ker C, il dtcoule aisement de (i) 
et (ii) que Diff,(R) = V(R, 9)/X V(R, 9). 
2.2. Supposons que k soit un corps et g une k-algtbre de Lie de 
dimension 1 sur k telle qu’il existe 0: g --+ Der,R, homomorphisme de 
k-algebres de Lie. On pose 9 = ROk g et 0 s’ttend en C: 9 -+ Der, R, 
de sorte que 6p devient une (k - R)-algebre de Lie, que l’on note R # g 
[F, Sect. 31; il est evident que U(g) est une sous-algebre de V(R, 8). 
2.3. Soit G un groupe algebrique aftine defini sur un corps k algtbri- 
quement clos de caracteristique 0, P un sous-groupe algebrique de G, 
S=P,G,g=LieG,p=LieP.Six=Px~%,ona: 
- p, = Lie(Stab,x) = (Ad x-‘)(p) 
- Si Q est le faisceau structural de E et (&,9X,) est l’anneau local 
en ,U de &-, on obtient en differentiant latranslation a droite de G sur Z”‘, 
un morphisme de (k- OX))-algebres de Lie: cr,: OX # g -+ Der,oX = 0,. 
LEMME. Dans la situation prtctdente on a, en posant Yx = Ox # g: 
(i) 0, = a(TX). 
(ii) p, = TX(9JIX) n g. 
(iii) YO E p, en tant que k-algzbres de Lie. 
(iv) V,, G U(p,) comme k-alg2bres. 
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Signalons que k 3 OxlYlll, done PO = ZYZ’J~J,)/%N~~~ est une (k-k)-algPbre 
de Lie avec optration triviale de g0 sur k. 
Preuve. Les assertions (i) a (iv) se deduisent facilement des 
isomorphismes 
(espace tangent en X a 37). 
Remarquons que si XI,..., X, est une base dun supplementaire vectoriel 
de P, dans g, que l’on complete en une base de g par 
GL+Iv..? K+,> CP,Y n + p = I= dim g, il existe un systeme generateur 
{x1 ,..., x } de 9x, tel que 0,(X,)(x,) = 6,(‘3J?x) et 5!$ z p, dans 
l’isomorphisme 
Ce qui a ete dit en 2.1 s’apphque ici, done pour GK~ = Ker eI, on a 
Diffk&lx = 9 !z”,.r = VL -ml=% V% =z), r1 93 ttant le faisceau des 
operateurs differentiels sur 3. 
Nous avons done un faisceau de (k-CT)-algebres de Lie: 57 = Gz # g 
comme dans [BeBe2] et un faisceau d’anneau Yr = F’((&, 6p), note U” 
dans [BeBe2]. En particulier pour Z=pe, on obtient: 
F’= V(q?,, Q # g), vo e WP 1, Y. gp. 
2.4. On va retrouver ici la situation de [Bl] dont nous adoptons les 
notations. Soient p c g deux algebres de Lie de dimensions p et I respec- 
tivement sur un corps k de caracteristique 0.
On pose A = Homuc, ,( Qd, k), c’est un anneau commutatif local 
noetherien qui s’identifie a S(g/p)*. Si l’on choisit une base (X1,..., X z> 
dun supplementaire de p dans g, on a U(g)=pU(g)O (Cre Nn kX’) et 
{I,,..., xH} est une base de g/p. Resumons quelques rtsultats de [Bl]: 
LEMME. (i) On a A sk[[x,,..., x,]], I’identification se faisarzt par 
i’application: f H CI f (X’/I!)x’ (qzdi dipend de I’ordre choisi: XI ,..., X ,). 
(ii) II existe un morphisme de k-algkbres de Lie c: g + Der,A d&i 
par 4X)(f) = f u-f(uX)), u~U(g),j-EA, Xeg. 
(iii) 0 = DerJ =Ao(g) et p E {XE g/o(X)(W) c !Ul}. 
Preuve. Les (i) et (ii) sont dans [Bl]. Pour le (iii), on remarque que si 
0, = YJW =x7= 1 ‘zJJL a//a-xi, oti ‘%I= (x1 ,..., x ) = {f e A/f = 0 sur k}, alors 
o(g) n 0, = a(p) et CT: @ :=, kX, + O/O, est une bijection. 
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On deduit de (iii) que 0: .Y = A # g -+ 0 est surjective t done ce qui a 
tte dit en 2.1 s’applique aussi ici. De plus, comme en 2.3, Y0 % p et 
V, z U(p) comme k-algebre. Remarquons enlin que si G, P sont comme en 
2.3 et e = ce, il existe un homomorphisme, encore note cr: U(g) -+ Diffkoe 
qui permet de definir un homomorphisme Q -+ A = Hom,(,,( U(g), k) par 
~~H(~)=(u~[~(u)((P)+~~~~]E~~/~~~=~) pour cpfzfiCl,, u~U(g). 11 est 
aise de voir que cp w @ est injectif. Nous verrons plus loin que A et le com- 
plete de Q, pour la topologie YX,-adique sont isomorphes. 
Signalons entin que dans cette section un V-module M est, avec la rer- 
minologie de [Bl], un g-module possedant un systems d’imprimitivitl, 
c’est-a-dire que M posdde: 
(a) une structure de g-module, 
(b) une structure de A-module, 
et que 
(c) V XE g, UE -4, m E M, X(m) = o(Xj(a)m + a(Xm). 
Nous etablirons aux Sections 4 et 5 un critere pour qu’un g-module 
possede un systeme d’imprimitivitt qui redonnera les resultats de [Bl]. 
3. INDUCTION 
3.0. On se place dans les hypotheses et notations suivantes: 
* k est un anneau commutatif contenant Q. 
* (A, W, K= 4/m) est une k-algebre noethtrienne locale. 
* 9 (k-A)-algebre de Lie, A-module libre de rang 1, ri: 9 + 0 = 
Der,A un homomorphisme de (k-A)-algebres de Lie. 
* t = codim diff,m, I,, = I- t = dim diff,‘%R 
* 2’ = Qj= L Ad,, W = (3~~ ,..., x ,..., xn) oti: o(d,)(,u,) = 6,, 1 d i, j< t, 
et a(d,)(m) c !IJI pour t + 1 d id 1. 
* ~(~~)=0:=1rmdiOC:=,+1Ad,. 
* Z, = Q;=,,, Ki$. 
On rappelle que V := V(/(A, 9) et V0 := V(K, 9,). On peut considerer le 
( -VO- V)-bimodule V/‘%RV qui est un V,-module a gauche libre de base 
i,)}, par [IF]. Lorsque M= (m, ,..., ~z~)E NP, 
a,>cY, {ai ,..., a }cA, J=(j, ,..., jy)EfVq, on notera (f3’w,aJ) 
l’tltment de A d&ii par cr(a)“(&). 
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3.1. hMME. Soient ilf= (m ,,..., WI,), S= (sI ,..., sz), on a: 
(i) (d”, $/S!) = 
0 si S$A4 
x”-~“/(S-M)! si SaM 
(ii) 
(iii) 
d”xS/S! = O(fm V) 
d”xS/S! E 
si S&M 
si SGM. 
Preuue. (ij On a 
0 si nzk > j, 
o(d,)m”(x p) = 
jk! 
(j, - nlk) X’k m11’K si jk 3 f?lk 
lorsque 1 <k < t. Comme, pour 1 6 i, ,j< t, [dj, x,] = o(d,)(x,) = 6, dans V. 
on obtient: 
(n”, x’/S! ) = fi g(dl)“‘l(xF) = 
/‘I 
si S$M 
si SZM. 
(ii) Appliquons le Lemme 1.2 i {;3 ,,..., a ) = (d, ,..., d } et i 
a = 9/S!, il vient: 
d’V/S! = c 
J$ M 
( dJ, x’/S! ) dhf ~~ J, 
Utilisant (i): 
d”‘xs/S! = c 
M 
0 
J .$- “/(S - J)! dM ~~ J. 
J<M 
JCS 
SiS$M,J<MetJ<SimpliquentJ<Setdoncx”-JE*B.SiS<Mla 
relation prkckdente s’bcrit d”*?/S! = (!j) d” -’ + V, avec VE !JJIV pour la 
m&me raison. Ceci prouve (ii) et (iii). 
3.2. DEFINITION. Soit XE Mod V on dtsigne par r&X l’ensemble des 
Cltments de X annul&s par mZ/ c’est-h-dire, en notant que V est libre sur A: 
r/,X = Horn, (A/m’, X) = Horn y( V/55’ V’, X). 
Remarquons que K&Y est un I/,-module zi droite. 
INDUCTIONETCOINDUCTION 539 
Le Lemme 4.6 de [F] Ctablit une correspondance bijective ntre Mod V, 
et une classe de V-modules, rappelons la: 
3.3. PROPOSITION. (i) Soit ME Mod V tel que M= T.&M- V, alors ii 
existe un isonzorphisme duns Mod V: 
a: l-,:M@,, V/‘9llV+M, d&fbipar cc(m @CT) = ma. 
(ii) Soit E E Mod V0 if existe un isonzorphisme duns Mod V,: 
fl: E--f Z-&TO ,,b V/YJIV), de’@ par P(e) = e $3 i. 
3.4. DEFINITIONS. (i) On note: 
%,,? = (M E Mod V/M = T,:,M. V) 
~={M~ModV/Va~M,3j,a~YJJJ=O] 
95& = %,,> n Mod’ I’, Wf = % fi Mod-‘V. 
(ii) Si EEMod VO. E@,, V/9J2V=IndEJ E. 
Signalons que ME %? si et seulement si M= la, l-&M, c’est-a-dire 
M = H!&(M) od H&( ) est le foncteur de cohomoiogie locale. 
3.5. La Proposition 3.3 Ctablit une equivalence de categories entre 
Mod V. et ?&,I don&e par les foncteurs IndLO = -0 [,,, V/!lXV et rh = 
Horn [,( V/!BIV, -). I1 est facile de verifier que, dans cette correspondance, 
Mod/ V0 est equivalente a W<& Signalons le lien entre +2” et %I,: 
LEMME. Soit ME Mod V, il y a Pquivalence erztre: 
(a) MEGTTI 
(b) 11 existe me suite de sowmodules: M, = (0) c M, c . . . c 
M, = M avec M//M, _ , E U&, 1< j < p. 
Preuve. SoitO#ME%fetm,E~{O),ilexistes, telquem,9Wf’=0 
et m191Y1 # 0; posons: E, = m,9JT1, M, = E, I/E %?&. Ainsi on obtient la 
suite exacte 0 -+ M, -+ M -+ M/M, -+ 0 et l’on recommence la construction 
dans M/M,. Comme M est noethtrien ce procede s’arrete t fournit la suite 
voulue de (b). L’implication (b) => (a) est tvidente. 
Le reste du paragraphe sera consacre a montrer que sous certaines 
conditions % = Ww, ce qui n’est sikement pas le cas en general: si 
V= A =k[[X]], 9X= XA, on a A/9J22 E%~, extension non scindte de 
.4/9JI E %& par 9JZ/m2 E %&. 
-k31.IlO.2-I8 
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3.6. DEFINITION. On dtsigne par 3~ la suite {xl,..., xt > de A et !IR[ = xA 
l’ideal qu’elle engendre. La suite 3~ est dite cor&gulit?re dans XE Mod A si 
l’homothetie de rapport x, dans X notee (x,), est surjective dans 
Ker(x,), n ... n Ker(x,- l)?r. pour tout i (x ~, = 0). 
Rappelons: 
3.7. LEMME. Si x est corkgulihe duns XE Mod V, on a pour tout i > 0: 
Ext;:( rTkYJIz, V, X) = Extl,(A/YJI,, X) = H’(x, X) = 0, 
oti H*(~E, X) est Ia cohornologie du cornplexe de k’oszul nssocik. 
Preuve. Comme Vest un A-module libre, il resulte de [Bou, X, p. 1091 
que: Ext$ V/!m, V, X) = Ext:(A/9JIn,, X);x etant regulitre dans -4 cet espace 
est aussi &gal a H*(I, X). Si x est coreguliere dans 1; par [Bou, X, p. 159, 
(3), (4)] on a pourj< t: 
0 = H’- ‘(x, X) G H,(~E, X), done Ext’,(r2911[, X) = 0 pour i> 0. 
3.8. PROPOSITION. Avec les notations prkbdentes: 
(i) Ln suite x est corPguli.Gre dans tout module de la forme 
E @ cb V/911 V = Ind rb E, E E Mod V,, 
(ii) Ext $( b;BJI, p-, E@ r,0 rf/!JJIV) = 0 pour tout E E Mod VO, et tout 
pb 1. 
Preuve. I1 est clair que (ii) est consequence de (i) et 3.7; prouvons (i). 
De la liberte du VO-module Y/YJIV on deduit que tout element de 
X = E @ v,, ~~911 I’ s’ecrit de maniere unique C,er @ [d’+‘Y.RV] oti 
I= (iI,..., i,)E N’ (cf. 3.0). Pour tout kE (l,..., t} on a: ilrcihxk = 
Y d’+‘“+(ik+l)df, done ~df+~~V]=(lj(ik+l))[drf’~+~~~V]xk, ce 
qii prouve C,e,0[df+*332V]=(~~e,0(l/ik+1))[df+’k+~~V])xk 
et ainsi (x~)~ est surjective. Soit a E Ker(xk)w, a = C, e, @ [d’+ ‘1JJz V],
notons ci’ pour Cd’+ +JnV]; on a: 0 = axk = E,, ,k i,e, @d’-- lb, done 
a~ Ker(x,), si et settlement si a = CI,‘u=O tzl 0 d’. On en deduit 
que n appartient a Ker(.v,), n ... n Ker(x,), si et seulement si 
a = CIjL, = .=,A=oe,Od’. Dans ce cas a=(&,= ..=rc=OerO 
(llik+,))d(+Ik+‘)Xk+, = hx,,, avec bE nF=, Ker(x,),, ce qui prouve la 
surjectivite de (xx-+ 1)x, dans nF=, Ker(x,),. 
3.9. PR~P~SITION. Sz4pposom que 501 = (x 1 ,..., -‘cl), (done A est kgulier et 
t = n). Alors si E, F’E Mod V, et p 3 0 on a: 
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Preuue. Si 9X = (x1,..., x~), on a I = FZ et ,4 rtgulier par 7.1 de l’appen- 
dice. 
Par [IL, p. 24801, il existe une suite spectrale: 
Lorsque X- F@ rb V/9XP’, 3Nii) implique E$q = 0 pour 4 > 0 et done: 
Comme Worn J 1:/m V, F@ &,,, b;‘9Iul V) z F comme V,-module par 2.3. On 
en deduit Eq” z Ext/;,,(E, F) d’od le resultat cherche. 
Remarque. On verra dans 7.2 Appendice, que, sous certames 
hypotheses (verifites dans les cas 2.3 et 2.4), l’egalite (332 = (x~,..‘, u:) 
equivaut a la surjectivite de G: 6p --+ Der, 4. 
3.10. COROLLAIRE. Sous /‘hrpoth&e de 3.9, on a: 
(i) %“=%$,~Mod’V,. 
(ii) @=VgR z Mod VO. 
Pwuoe. (i) Soit fife gf; par le Lemme 3.5, il existe une suite 
crotssante (Ad,), = 0. p de sow-modules de M avec M,/M, ~ i E @&. I1 nous 
suffit done de montrer que si l’on a une suite exacte: 
0 -+ N, -+ M, -+ AI, = M,/1CI, + 0 dans W avec M,, M, ~%f& alors 
MI E % in. 
Appliquant r,$, et utilisant Ext)( V/mV, xj = 0 pour XE V&, (3.8 ), il 
Gent: 
D’oh le diagramme commutatif aprits tensorisation par V/9J2F 
0 - E, Or,, V/9JIV - F@,,V/TW- E, &,F+‘9W- 0 
I 
s 
i 
a ii. 
1 
O- M, - M2 - M?./Ml - 0 
oti p, 1 sont des isomorphismes car M, EV&, pour i= 1,3. et a est 
Il’application naturelle: F@ rrO V/9J2 6’~ FV c M,, ‘~(f @ a) = fu. Done E est 
un isomorphisme. 
(ii) Soit XE%, done X=b,X, avec X,E%?~; par (i) X, =(I&X,)V 
Comme r& = Horn I,( VBJIV, -) est exact & gauche, le systeme (I&X,), esr 
inductif et l’on a: 
r&JlhrJlx,) = limr,&xj. 
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Pour resumer: les categories %’ et Mod I’0 sont Cquivalentes grace aux 
foncteurs: - @ &,,, V/9Ji V = Ind L0 et & = Horn I,0( I’/!! V, - j. Nous verrons au 
paragraphe 5 comment passer de Mod V0 a V0 Mod grace a I’induction a
gauche. 
4. COINDUCTION 
4.0. Dans tout ce paragraphe les hypotheses seront celles de 3.0 et 3.10 
en particulier Codim diff, 9R = t = n = dim rl et A est un anneau regulier. 
On va ici generaliser les resultats de [Bl] obtenus pour la coinduction dans 
les algebres enveloppantes d’algebres de Lie. Comme les demonstrations 
sont le plus souvent les memes on se contentera frtquemment d’en faire une 
esquisse et de renvoyer a la section correspondante de [Bl]. 
4.1. Soit EE V, Mod; Horn,& V/%JiYC’, E) est un V-module a gauche 
grace a la structure de V-module a droite de V/‘ilRV. Le foncteur 
E 3 Horn VO( V/!JJZ F’, E) sera note Coind iI,. Posons P= V/YR V, c’est un 
VO-module liltrt par vp := & G p VOddJoti ItJ= [d<...d++mV], en par- 
ticulier vp = 0 si p < 0. Tout f E Coind L, E = M est uniquement determine 
par les f(&‘), JE N’. On pose Fp + 1 lb’= {f E M/f( VP',, = 0}, de sorte que 
(FPM)P est decroissante et FpM= M si p < 0. Avec ces notations on a: 
LEMME. (i) Fp,(JJzlc r’,-,. 
(ii) ‘3XPFqMc Fp+yA4. 
(iii) 2?F,kfc F,- ,M. 
(iv) d”(W) FqMc F,M. 
Preuve. (i) est consequence de 3.1 (ii) et (iii). 
(ii) Soient UE Vpptysl. UE~R~, f EF,M, done zkz~ Vq,-i par (i) et 
(uf)(U)= f(zZ)=O entraine L$~EF~+~M. 
(iii) Remarquons que si U E Vq,2, ntz 9, alors Z?~E V‘, ~ 1 _ Done si 
f E F,M: (df )(U) = fjud) = 0. 
(iv) Si d~9(!JJ1), UE v<,‘,- i, alors ud~ rq,-i, done si f E F,M: 
(df)(zri)= f(Z)=O. 
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4.2. Soit A4 E V Mod, on peut considerer la filtration YR-adique sur M: 
M, = YRpM. 11 est clair que l’on a: 
9RPM, = 111, +(,’ yJQ/i, CM,-,. c.Y(YJi) M, c M,. 
Nous voulons etudier le rapport entre (M,) et (F,M) pour ILI de la 
forme Coind rr, E. Pour cela Ctablissons le lemme suivant (cf. [Bl, 
Lemme 31): 
4.3. LEMME. Soit ME I’ Mod; si f E M, pour p > 1 et si Yf c Mp alors 
f EMp+i. 
Preuve. On raisonne par l’absurde: soit f = C, a, f,, a, E 911p, fi E hf; en 
isolant les termes a, E 9R3np’b,YRp+ ’ et f, E M\Iv1,, on peut supposer que .f est 
de la forme: 
j-E f .9/S,! f, (M,+,) od f, E M’,,M,. 
J=l 
IS,1 == P 
Compte tenu de 
dshx ys,lS/ ! z o(mv) si Sk #S, 1 (‘JJ1 ~,) 
si Sk = S, 
par 3.1, 
on obtient s""f = f,(M,). Par hypothese df 6’iBlPM= M, pour tout do B 
et done drkf eM,-p+l = ilf,, ce qui contredit fk $ M,. 
4.4. PROPOSITION. Soit E E I’,, Mod et hli = Coind I;, E. alors: 
(i) n?l, = FpM. 
(ii) npao Al, = (0) et M est conzplet pour la topologie %R-adique. 
Preuoe. (i) Par le Lemme de 4.l(ii) on a ‘?JRPM=Mp c F,M. Montrons 
l’inclusion inverse par recurrence sur p; supposons prouve !DW= F,M. 
Pour 1~ E F, + 1 M de9, le Lemme4.l(iii) donne d.mEFpM=Mp, par 
recurrence. Par 4.3 on a rn~M,,+, et Fp+LM~Mp+i. 
I1 nous suffit done de voir F,M = M,. Soit f E F, A4 et definissons 
(P~,..~, 40, dans M de la man&e suivante, pour JE N’ on pose cpI(Z/J!) = 
wf(ZJ+L1/(J+ II)!) et V’k>,2 
si j, =0 
sinon. 
pour t E (l,..., k - 11. 
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Montrons que f = x;;= I x,~), ce qui donnera F, MC M,. Soit 
(P=zc:=, x,qi; alors (p(Z”/M!) = xi=, (pJ;TMIM! x,j, mais par 3.1 
Convenons d’tcrire cpk(iP*/M! xk)=cpk(iPpLk/(M- lkj!), i.e., cette 
expression vaut 0 si 112/, = 0. Si in 1 # 0: 
cppk(zbf-‘y(M- l,)!)=O pour k22 
p,(iF1l/(M- l,)!)=f(P/M!j. 
Si nz, =m2 = ..’ =r~r~-~ =0 pour h-32: 
%(z’- l //(M- l,)!)=O pour Jo { l,..., k - 1 j 
cp,(iF’k/(M- lk)!)=f(P/M!) 
p,(iP-‘q(M- l,)!)=O pour j3k+ 1. 
Ainsi (p(J”‘/ilI!) = f(d"'/M!) pour tout ME N’ done q~ = J: 
(ii) Comme npaO F,M= (0), (ij implique /J,s0 izIp = (0). Soit (f,) 
une suite de Cauchy pour la topologie %Il-adique, il existe done une suite 
croissante (p(n)),, fil telle que si p, q 2 p(n), .fq - f, E (JJZ” + ‘A4 = M,, + 1. 
Posons f(6) = f,(,,(fi), pour GE vp et p < p(n), fest bien definie car (p(n)),, 
est croissante; f E M, car si 3 E YO, ( I) < n - 1, 
et si GE K, on a: 
f(d d’) = Jfprn- ,,(Z) = cTf(Z’) 
f( a 6) = tifp(,r _ I,(F) = Gf( 2’). 
Siq>p(n),f,-f=Osur rmdoncf,-f~fif,+~=F,,+~Metceciprouve 
que f = lim,Ji. 
La Proposition 4.4 prouve que le foncteur CoindiIO prend ses valeurs 
dans les modules slpares complets pour la topologie ‘9X-adique. Nous 
allons voir que reciproquement un tel module est coinduit; les preuves sont 
celles de [Bl], Lemmes 4, 5, Theorem 21. 
4.5. Soit done M un V-module non nul &park pour la topologie ‘9X-adi- 
que. On a E= M/+%YM# (0), car si 172 E YllM= M, alors n’nr E M= 9UlM 
pour tout G! E 9, par 4.3 d’oti, m E ‘9Jip M = Alp pour tout p et done n? = 0. 
Remarquant que E est dans V, Mod, on peut delinir: 
8: M + N = Coind & E = Horn V,( r’//rm V, M/Y-TIM) 
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par: 0(m)(F) = rc(uwz) pour VE V/Cml’, m E M, oti zr: A4 -+ M/YXM est la sur- 
jection canonique. 
LEMME. (i) 8 est zm homomorphisme de V-modules, 
(ii) WZE%~~IZ/J si et seulement si B(nz)EYJIpN=FpN. 
(iii) Ker 6 = (0). 
Preurle. (i) Verification directe. 
(ii) Soient mEYJ2pM, U= [u+YJlV] avec UE VP-,, done uwt~hil, et 
TC(KM) = 0, done B(m)(C) = 0. Ainsi Q(m j E F, N = YJI3JzpN. Pour la rtciproque 
faisons une recurrence sur p. Si p = 1, 0(m) = 0 sur T0 done rr(m) =O et 
mEYXM. Soit O(m)~Fp+lNcFpN=YllPN, pour d~2’: O(dm)= 
d&nz) E dF,, + , N c F, N = YJIpN. La recurrence t le Lemme 4.3 applique a m 
donnent m E YJJp +‘k1. 
(iii) est consequence de (ii) car 0 = a(m) E npaO !lJZnPN si m E Ker 0 
4.6. Gardons les hypotheses de 4.5 et dtfinissons E: N+ E par 
E(n)=n(T)). oti T=[l+mV]Eb’/mV. Pour afzA, dkzY(+JJ) on a: 
I = tie(n) et c(dn) = &(iz). 
PROPOSITION. Soit ME V Mod, s&part! et complet pour la topologie 
Y.R-adique; alors 8: A4 + CoindLO E est UIZ isonzorphisme dans V Mod, oli 
E = M/YJZM. 
Preuve. Remarquons que le diagramme: 
est commutatif. Soit X= B(M) et x: E -+ X un relevement Q-lineaire de la 
surjection X + ’ E + 0. 
Pour f E N on va definir ( W1),, N” dans rx(E)=X de sorte que 
f, =f-~,I,~,x’/f! W,EYJF+‘N. 
On pose W’, = a(f(i)), .f, = f - W, est done dans F, N = YXN. Si W, est 
dtlini pour 1 L 1 d p, soit L E kl” tel que 1 L I= p + 1 et posons 
WL = cf(.fp(;i”)). Alors w,(i) =e( W,) = f,(S) et 
i 
0 si L#P 
= W,(T) si L=P = &Pfp(lr”,. 
546 T. LEVASSEUR 
On a ainsi f, + 1 = f, - wp + , = f - CT,‘: w, oii wp = C,,, =p 2/I! W, E X. 
Done f,+ l(;i’) = f,(F) - 1 ,I, p+l 6~pfp(~‘)=0 si IPI 6p+ 1, par suite =
E*~P+‘N=F 
$$Q= 
p+2 N. On a montre que (f,), tend vers 0 dans N et 
p 0 wp dans N avec wp E X. Pour conclure il suffit de prouver que 
X= 8(M) est complet pour la topologie ‘JJ1-adique: soit (Qg,)),, N de 
Cauchy, pour no N, il existe p(n) tel que si p, q>p(n) Q(g,)- U(g,,)E 
‘m”+‘e(M)=e(mIJZ”+’ M). Comme Q est injective, g - g4 E !JJIIJz” + ‘A4et ( gp)c 
converge dans M par hypothese, la continuitt de 8 prouve que (0(g,)), 
converge. 
4.7. Resumons ce paragraphe dans le theoreme suivant: les hypotheses 
sont celles de 4.0 et l’on note f = {XE V Mod tel que X soit separe et com- 
plet pour la topologie +%R-adique}. 
THBOR~ME. II existe me Pquivalence de catkgories entre V, Mod et 2 
don&e par les foncteurs uivants: 
E E V,, Mod + Coind & E = Horn cz,( V/+%R V, E) E f 
ME~+E=M/YJUI= V/9JlV@VM~ VOMod. 
4.8. Signalons l’exemple suivant: l’anneau A est naturellement un 
V-module et comme toute derivation de A s’etend a a = b, ,4/W’ R est 
un V-module separe complet pour la topologie %JI-adique. Puisque 
@I%~ = K, ce qui precede prouve que A est isomorphe a Coind;; K 
comme V-module. 
5. ANTI-AUTOMORPHISMES DE VET APPLICATIONS 
5.0. Les notations sont celles de 3.0. 
5.1. Rappelons la construction de [F]: soit B= Id,,..., a,> une base de 
9’ sur A; on associe A B la forme bilineaire symetrique non degeneree sur 
9 delinie par: (8,/d,) = 6,. On pose alors: Tr, d= c:=, ([d, 8,1/a,) pour 
de 9 et z,(a) = a pour a E A, Tg(d) = -d + Tr,(d) E .Y @ A. On construit 
ainsi un anti-automorphisme d’ordre 2, ~~ de V. De m&me, pour une base 
B, de T0 sur K on detinit un anti-automorphisme r0 sur V,. Dans le cas ou 
A est un corps et CJ = 0 (i.e., V= U(Y)), zB est l’anti-automorphisme 
XH -X+ tr(ad X) pour XE 9, qui tvidemment ne depend pas de la base 
B choisie. 
5.2. PROPOSITION. Fisons me base B de 9 sur A, une base BO de YO sur 
K, z = zg et z,, conme 5.1. 
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(i) V/Vmr est muni, g&e 6 zB et rO d’une structzlre de ( V-VO)- 
bimodzde, libre comme V,,-module de base { [d’ + VYJI]; I E N’>. 
(ii) Si ME V Mod, l&M = H om J V/V%& M) = Hom,(A/+JJ, M) est 
ztn V,-module d gauche. 
De plzcs si M = V. T&M (resp. E E V,, Mod), il existe des isomorphismes de 
V (resp. V,)-modules: 
‘2: ~W’!JJI~&zM-,M, cY(a@m)=arlz 
p: E+T&z(V/~?3U&&), /3(e)=T@ee. 
Preuve. (i) Si 6~ &, dO E Y(W), il existe d; E 5?(‘91)GJ A tel que 
T*(G) = [d; + YJW + 9x1; on pose alors, pour t’ E V, d, E Y(YJI), a E A: 
[u + m] & = [vr(d;p) + f’%8] 
[ti+ vm]ti= [va+ vim] 
u[t,+ vm] = [uv + vim], si UE V. 
On verifie que cela fait de V/V!IJI un (V-V,)-bimodule. Soit T: 
Vj!BI V + V’/ V’XG l’application dtfinie par T(u) = T(U) et considerons 
V/ VYX comme un (V,,-V)-bimodule par & .a = [az(d,) + VYJZ], 
a. v = [z(v)a + Vrm]; on voit aisement que T est un isomorphisme de 
(16-V)-bimodules pour ces structures. La structure de V,-module a droite 
de V/V’W precedente est deduite de la structure a gauche tit--+ d,, . (5 par 
application de t0 anttrieurement a rB sur V,,, (i.e., &&, = TV .a). 
Comme ~I?JJIV est libre sur V,, de base {d’, ZE N ’ ), on deduit grace a T, 
que V/V%R est libre comme VO-module a gauche, de base [Ts(d)‘+ VW]. 
De r(d)= -d+Tr,(d), on tire facilement que V/V93 est libre (a gauche) 
sur V, de base [Id’ + V!B] et done V/V% est libre (a droite) sur V0 grace 
aux memes [d’+ VYJI]. 
(ii) En gardant les notations de (i), pour m E I&M on pose: 
&m = z(d;)m 
iirn = am, li E K. 
La preuve pour c1 et fl se fait comme en 3.3 en adaptant le Lemme 4.6 
de [F]. 
DEFINITION. Pour E E VO Mod, on pose Ind L0 E = V/ V‘9JI @ ,E. 
5.3. Les anti-automorphismes z, TV fournissent des equivalences de 
categories entre V Mod et Mod V dune part, V, Mod et Mod VO d’autre 
part, que l’on notera X + X’ et E -+ ET. 
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LEMME. Soit XE Mod V, l&F E V, Mod par 5.2 et on a dans Mod V,,: 
r&g-e (r&ryo. 
Preuve. 11 s’agit de verifier que: si x E T&X, d,, E &, l’element x & de 
r&J est tgal a x & calcule dans (Z&x’)‘“, nous noterons ce dernier par 
x*Zo,. On a: 
x * & = T,(&)X dans l&X E V, Mod 
= z(d,Jx dans T&XT 
= x dO dans r&J 
COROLLAIRE. Posons 
W$f = {XE VMod/X= V. &X} 
W’P= 
i 
XE VMod/X= lj r&X . 
J=o i 
Supposons t = codim diff, +YJI = n = dim A et A rkgulier, alors: ??g = Vop et 
le diagramme d3quivalences de catigories suivant est comnzutatif: 
Mod C/h d V. Mod 
Preuve. Par 52(ii) on a V0 Mod N ‘GYP et par le Lemme 5.3, le 
diagramme d’equivalences: 
est commutatif. 
Si XE Vop il est clair que X’ E +Z done X = E @ vO V/92V oii 
E = r&(X) = (T&X)‘O par le lemme. On en deduit que Xz V/ V9J2 0 ,rhX 
pour tout XE%ZoP. 
Remarque. I1 existe des tnoncts analogues pour la coinduction qui 
etablissent l’equivalence de fop = (XE Mod V/X s&pare et complet pour la 
topologie ‘%R-adique} tMod Vo, ceci sous les memes hypotheses que dans 
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le corollaire p&&dent, i.e., celles de 4.0, de manikre B appliquer le 
ThCor&me 4.7. Disons seulement que les foncteurs sont: 
XE$~~+X/XYJEM~~ I’, 
EEMod V,, -+ Coind & E = Horn cb( V/ VY.8, E) E fop. 
5.4. Reprenons les hypoth&ses de 3.0, (l’hypothkse k 2 Q Ctant ici super- 
flue). 11 est clair que Y(m) est une sous-(k-A)-algkbre de Lie de Z? et l’on 
peut done considbrer la sous-k-algkbre T de V(A, 2) engendrCe par A et 
p(9-8). L’idial engendrt par lllz et ‘%JJzY dans T est J= WT+ !NL?T et V. 
est isomorphe i T/J comme k-algkbre. En effet !lJlT= 17uz est un idkal de T 
et si 8 = %lG?. on a: 
[0,2?(9ll)] c 8 et 8.4cAB+o(8)(A)cQ+~~JLc+$-\332T, 
done J= 9llT + %@.YT est un idCal de T. 
De =W~m)=(@j=,+, Adi) + WY on dCduit aiskment que T est somme 
directe de C,= (rr+, .-,,,, l N~-i Ad’ et de J. 
DBfinissons Y: ’ T -+ V, par Y(b) = C, ii, if’, fi, E K, 4 = [dj 4 YRY], 
pour b = 6, + b2, b, = xlc N,mr a,d’ et b2 EJ. On virifie que yl est un 
homomorphisme surjectif de noyau J. 
Remarquons que si B est une base de 2 et zB I’anti-automorphisme 
associt, il se restreint 2 T mais ne conserve pas l’idCa1 J en g&&al done 
n’induit pas un anti-automorphisme sur VO. 
5.5. Considtrons la situation de 2.2: 0: g -+ Der,A, dim, g = i, 
Y = A # g, avec (A, %I, K) local. Soit B = {X, ,..., X : une base de g, done 
Y= @I:=, AX,, en identifiant Xi 1 1 OX, dans 9. Pour tout 
XE g = 1 @g c 2, on a Tr,X= trad, X, qui ne dtpend pas de B, et, pour 
dE 9, d= xi=, I;X, Tr,(d) est Cgai a -J$=, a(X,)(r,) + xj= 1 P, trad, X1. 
Done: 
s,(d)= -d+ f: rJ trad, X, - i @X,)(F,). 
/=l .i= 1 
11 est facile de voir que T,(d) = Tsc(d) pour toute autre base B’ de g- 
5.6. Particularisons encore la situation et plaqons nous dans le cas de 
l’un ou l’autre des exemples 2.3 ou 2.4. Dans le cas de 2.3 nous ferons x = e 
pour simplifier les notations. Done, 0: 2 = A # g -+ 0 = Der, il est surjec- 
tif, ce qui implique t = codim diff, CJJZ = dim A comme il a ttb remarqut en 
3.9, les r&hats de 5.3 sont done valables. Nous allons les prkciser dans ce 
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cadre. Ecrivons g = p On avec n supplimentaire vectoriel de p dans g; 
remarquons que g & i 0 g dans dp/+%lW = A/!lJl O,, 2, et que CJ induit: 
On a Ker 0 = y0 z Ker rc = p et Im ~7 est un k-espace vectoriel engendre 
par les images dune base de n, en particulier n = dim g/p = dim n = 
codim diff, !IN = t et l’on peut choisir une base {Xi ,..., X 1 de n et une base 
PC, + l>...> X1} de p telles que: 
* d+AX,@ ... @AX,, par 1 Q~<H si d, comme en 3.0; 
* d, =X, pour j= n + I,..., Z done (d,,+l,..., d,> est une base de la 
(k - A)-algebre de Lie ‘4 # p; 
* ~(~R)=~~=,‘JJzx,o(~~~.+,.~x,); 
* yb=kXn+, 0 . . . @k/F, g p = @:= n + i kit’,, isomorphisme de 
k-algebres de Lie, oh z1 = [Xi +*JJzT]; ceci induit un isomorphisme 
d’algebres cp: V, z U(p). 
Si T est la sous-algebre de V construite en 5.4, il est clair que l’on a le 
diagramme commutatif suivant: 
/ u(g)\ 
U(p)------+ T-V 
“I I I 
vo -$----+ T/J 
A la base B= {X1,..., X,} de g on associe, comme en 5.5, l’anti- 
automorphisme r qui, restreint a U(g) donne t(X)= -X+ trad, X pour 
XE g. Done z induit des anti-automorphismes sur T, U(g), et U(p). D’autre 
part relativement a B, = (X,, I,..., T[}, base de 6p0, on peut delinir z0 qui 
est donne sur ~3 = C CX,X, E Z0 par: 
r,(a) = --a + i o1, trad,,, X,. 
Par l’isomorphisme V. g ‘p U(p), I’anti-automorphisme 70 est defini sur p 
par: zO( Y) = - Y + trad, Y, pour YE p (en particulier ,UCp) # TV). 
Rappelons enfin que V/9RV est un ( VO-V)-bimodule et que V/VYJl est un 
( V-V,,)-bimodule grace a r et r,, (cf. 5.2). Par suite VDJIV (resp. V/V!JJl), est 
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un (U(p)-U(g))-bimodule (resp. (U(g)-U(p))-bimodule), lorsque V(g) est 
considkrk comme sous-anneau de V et U(p) est identifii: 1 V, par cp, on 
notera p ) V/W VI g, resp. g 1 V/V%R ) p, ces (p, g) (resp. g-p)-bimodules. 
5.7. LEMME. Sous les hyporhhses et notations de 5.6: 
(i) P I VmU @=p I Vdl 9, oil U(g) est muni de sa structure 
nuturelle de ( U( p )- U(g ))-&module. 
(ii) g / V/V”321 pzg ) U(g)- ) p 012 U(g)- est I’anneau U(g) muni de 
/a structure de (g-p)-bimodufe d&finie par: X. u = Xu, u. Y= u( Y - $( Y)). 
Z~E U(g), XE~, Yep et $(Y)=trad, Y-trad, Y=Tr,,,ad Y. 
&ewe. (i) On a saris diffhxltk 
V/‘mV= @ kF= @ VOX’ 
JEN’ I=(r,,..,r,,Ew 
oti dans le premier cas ZJ = @;I~ . . . X’:/FT . .’ 8$ et dans le second 
X’ = XI; . . F; (rappelons que II = I). 
La structure de I’,,-module est donnte par FM. X’= FM+ ‘, oti x” = 
Q+,l... X;“IE v, et X’ql . ..p.. 
De cette description il est clair que p 1 V/‘%RVl g = p ] U(g) 1 g. 
(ii) De 5.2 il vient: u[t,+ V!Jll] &, = [uvr(Q) + V%R] pour LIE V, 
;f, ES, UE v. Ecrivons ilo = 7 avec YE& done ~,(a = 
[ -Y+ trad, Y-t %R9] dans 2.Z,, doti dz = -Y+ trad, Y convient et 
finalement: 
r(d;) = z( -Y+ trad, Y) = - (Y + trad, Y) + trad, Y 
= Y-$(Y). 
Un raisonnement similaire A (i) donne alors (ii). 
5.8. COROLLAIRE. (i) Tout V,-module est un [J(p)-module et: 
IndC:, E= E@,,O V/%RVzInd; E= E@C,p, U(g) 
comme g-module d droite si E E Mod V,. 
comme g-module ci gauche si EE VO Mod et E, est ie p-module ddduit de E 
par l’action Y.e=(Yf$(Y))epour YEP et eEE. 
(ii) CoindrO E = Horn, (V/YJ2V, E) z Coindf, E = HomLf,P, 
(U(g), E) comme g-module Li gauche si E E VO Mod. 
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II existe Cvidemment un enonce analogue a droite que now 
n’expliciterons pas. 
Prewe. 11 est clair que V, z U(p) fait de tout V,-module un p-module. 
5.9. Apres identification de V0 avec U(p) et considerant que U(g) ( g, 
resp. g 1 U(g)- est un V-module grace au Lemme 5.7, on a obtenu: en 
reprenant les rtsultats et notations des paragraphes 3 et 4: 
TH~OR~ME. On a les t?quioalences de catPgories suicantes: 
(i) Mod U(p) ir, ?? grace aux foncteurs (Horn J V/WV, -), Ind $ = Ind;) 
U(P) Mod fi W’P grace aux foncteurs (Horn &,( V/ V‘zlR, -), Ind ib = Ia;) 
(ii) U( p ) Mod G 3 grace aux foncteurs ( l~/!Vl @ V -, Coind & = Coind; j 
Mod U(p)&~“Pgraceauxfoncteurs (-Or,v:~~~,Coind~~=C~d~). 
On a ainsi montrk que tout module induit de la for-me U(g) @ L,Cp, F par 
FE U(p) Mod peut h-e consid& comme un PlPment de GYP. De mPme tout 
module coinduit Horn Lr,p,(U(g), F) est duns f (cJ 5.10 Remarque 2). 
5.10. Remarques. ( 1) Soit ME Vop, E= r&, &f qui est un V,,-module 
(done un U(p)-module) par 5.2(ii). Mais comme U(p) c T (cf. 5.6) et que E 
est un T-module, il existe une autre structure de U(p)-module sur T& M 
que nous noterons E’. Les deux actions de p sont diffrentes: 
Si eEE, YEP on a: Y.e=(Y--$(Y))eEE; 
Si e’EE’, YEp on a: Y.e’= YelEE’. 
Done E est deduit de E’ par translation de -$ on a: E = E’-, comme 
p-module. En particulier M = V/l?lJl 0 V0 E g U(g) - 0 c/(P, E implique M G 
U(g)-- @I/(P) E’ i 2 U( g ) @ L,( p) E’. Done l’induction de l/, a 1’ est (pour la 
structure de g-module) l’induction de p a g lorsque Z-k, izf est consideri: 
comme p-module via l’action de T. 
(2) Dans la situation de 2.4, nos V-modules sont les g-modules 
possedant un systeme d’imprimitivite pour [Bl], et on a done retrouvt le 
theoreme d’imprimitivite de [Bl, Sect. 51. 
Dans ce cas A = Hom,(,, (U(g), k) et l’on a vu que si E est un p-module 
Coind& E = Horn &,,,( V/WV, E) est isomorphe comme g-module a 
Con-id; E = Horn L,, p) (U(g), E). Coind L0 E est un V-module et Coind; E est 
muni d’un systeme d’imprimitivite de la man&e suivante: 
X.f(u) =f(zrX) et (d)(u) = <aOf, d(u)) 
pour XE g, u E U(g), a E A, f~ Coind; E et ou d = comultiplication de 
U(g) + U(g) @ U(g) et a @f E A @ Coindz E. Cette derniere construction 
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fait de Coind; E un element de V Mod et l’on peut verifier que 
l’isomorphisme de g-modules entre Coind; E et Coind& E se prolonge en 
un isomorphisme de V-modules. 
6. EXEMPLES 
6.1. Les hypotheses sont ceiles de 4.0; done nous utiliserons les resultats 
des paragraphes 3 a 5. 
Rappelons que si ME V Mod, l& M = Horn [,( V/VW’, hf) = {X E IIJ/ 
!H’x=O} et MEWP si et seulement si M = U, B 0 r!, 111. 
Pour hf~ V Mod on debit done classiquement: 
= lig Horn ,,( ViVYJI’, M) = h-y Horn .(A/9XJ, M). 
I 
Si ne 9 et .Y E r!,’ M, il est clair que do E r& M done H&(M) est un 
sous-V-module de M. On considtre alors les foncteurs derives: 
Ce sont des V-modules comme on le voit en considerant une resolution 
injective de M dans V Mod (qui est aussi une resolution injective dans 
_A Mod). Par construction H&(M) E GYP, done si Ep = I&H”,(M) on a: 
H&(M) = V! V% @ r.b Ep. Remarquons que si G: dp + Der, A = 0 est injec- 
tive, de sorte que 9 = Diff, A est egal a V(AS 0) = F’/Q oti Q = XV et 
X = Ker 0 (cf. 2.1), alors tout B-module est ividemment un V-module et 
les H&(M) sont des %modules dont la structure provient par passage au 
quotient de celle de Jf. 
6.2. Appliquons 6.1 a M=A, on a .d E VMod grace & d. a=a(d)(a) 
pour drz 9, a~ A. Comme A est regulier, H&(A) est le seul module 
de cohomologie locale non nul dont on sait qu’il est l’enveloppe 
injective du A-module R= A/IUI. Par consequent H&(A) = E,(K) = 
V/P~.N@,,, &(E,(K)), et l’on sait que E= T&(E,(K)) ?K (la structure de 
V,-module de K restant a expliciter). Lorsque Y. opere trivialement sur K, 
V. = U(To) et E est une representation de dimension 1 de F. (cf. Appen- 
dice 7.3 pour une analyse de cette condition). 
PlaCons nous dans la situation 2.3 ou 2.4: p c g, k= K, 
Vb = (/(PO) z U(p), YJIm, = !JJI dans le cas 2.3. 
Ecrivons E= T&(E,(K)) = k, ou 2 est un caractere de p, ce caractere est 
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calcull dans [BoBl] 3.5: I = trg,p ad qui est le $ du Lemme 5.7. Ainsi 
H&(A) est, en tant que V-module, l’induit du VO-module trivial k et done, 
en tant que g-module, l’induit “tordu” de k: Ind;,, k&12; k (cf. 5.8). 
Rappelons que l’on a Coind & k = A = lim A/!W ( = A dans 2.4). L’exemple 
le plus simple est fourni par g = k 13, @ . . . @ k a,, abklienne, 
A = Hom,( U(g), k) = k[ [x, ,..., x ]], p = (0). Done V= A[l’,,..., a,], 
o(ai) = a/ax,, U(g) =&a,,..., a,]. g 1 V/VYJlI p e k[a ,,..., c?,] = U(g) = 
w3) - car +=O. Ainsi E,(k)=&(A)= V/VYJ@,k= V/VYJl= 
kC51,..., t,loti tj = [a, + m]. L’action de Vest donnke par: 
XJ- = -afbc, a,f=m- pour f EkCt, ,..., Ll.
6.3. Soit 9” une varitti: afline lisse dkfinie sur un corps k algkbriquement 
clos de caract&istique 0. Notons R l’anneau des fonctions r&@&es 
sur X = Max R, 9 = Der, R, 9 = Diff,(R) = V(R, 2). Si x E T’, 
?cr%REMax R, A=Rw, A/WA = K= k, et V, = V(K, &) = K. De plus 
V= V(A, Zm) = Diff, A aprh localisation de 9 en ‘!UT 
Ce qui a Ct& vu en 5.3 donne une equivalence de catkgories entre Vop et 
la cattgorie des K-espaces vectoriels; rappelons les foncteurs: 
Done tout module X de Wop est somme directe d’un nombre de copies de 
V/V93 Cgal 1 dim, TX. Prtcisons cette assertion lorsque XE (Vpjf (i.e., X 
de type fini): 
LEMME. (i) Le V-module V/V%3 est simple isomorphe ti I’enveloppe 
injective de E,(K). 
(ii) Si ME (‘#op).f, M est semi-simple de lorzgueur dim, TM. En par- 
ticulier si A4= V/VW, lg,M= p(t) ozi p(t) = Ig,4 Aj’9.2’ (qui est un polyn6me 
pour t sujfisamment grand). 
Preuve. Ces assertions sont classiques; tcrivons la preuve dans les 
termes de cet article: 
(i) L’assertion sur la simplicitt de V/V!JJl se dkmontre par exemple 
de la manihe suivante: V/V!JJl = V/VW @ vO VO avec V, = K, done si X est 
un sous-V-module de V/V!& TXc V/VYJl= K implique TX= (0) ou 
TX= rvpm, ce qui, en remarquant que XE ?Zop, implique X= (0) ou 
X= V/ V9ll. On a dkjja vu que V/ WJI = E,(K) en 6.2. 
(ii) Puisque M est de type fmi il existe une suite croissante (0) = 
MO $ ... F$ M,=MavecM~/M,_,~V/~~O,E,, dim,E,<cr. Ilest 
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evident que kf, IMP- 1 possede une suite de composition dont chaque 
facteur est isomorphe a V/V?JI. Ces suites se scindent car 
Extt( V/F’W, V/V!@) = 0 (Proposition 3.9 dans VP). En d’autres termes 
I’application du foncteur exact r donne Ig .M = dim, I’M. 
Si M= V/VW et Y= A/9JF on considere la suite croissante de sous- 
modules ( Yz)i= ,,, ..,I de Y: 
Y,=(O) c$ ... g Y, = Y, avec YJY,-, G*~JI~‘/~W-~+‘, i= 1 ,..., t.
En tensorisant par V@A- on trouve une suite dont les facteurs sont 
v@,~ Y,/Y,-, = VoK Y,/Y,+, = VOK9J11321-L/fmt-z+‘. Done Zg,VO, Y,/ 
Y,- r = dim, 9JI-‘/mr-‘+r et fmalement: 
= zg, ApJr = h(t). 
h(t) 
V/v9x’G 0 (v/m),, 
A=1 
somme directe de h(t) copies du module simple V//i. 
Retournons A la situation globale: soit I un ideal de R de la forme 
9X,31’: . . .9J$ avec +9Xj E Max R deux a deux distincts, nous ailons dtcomposer 
le g-module L2/5?&I ou L2 = V(R, 2’) = Diff, R. Posons M= 9I/S2I= 
9 OR R/I comme tout element de A! est annulC par une puissance de I et 
que Mgn, = ~,m,/LB’cm, ‘9JIj = 0 (on suppose bvidemment ii # 0), le support du 
R-module a gauche M est {9X1,..., 9X,,}. 
On considere l’application %lineaire injective: 
O-tMA n Mm=& A&.,,,. 
w E SuppR M I=1 
On en dtduit que 6 est un isomorphisme; d’autre part un argument 
analogue implique que 24/99X? G 62,m,/2@m, rmf, comme %module, done: 
= & (‘& (S,m,),) oii h,(i,) = Zg, R/%f$i. 
,=I A=1 
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APPENDICE 
On rassemble ici divers rtsultats qui auraient alourdi inutilement 
l’expose sur l’induction et la coinduction. 
7.1. Soit (A, +YJ2, K= A/%2) un anneau local noetherien de dimension IZ. 
(8 I ,...> a,} des derivations de A. 
I, -1,..., xr} des elements de $92 tels que [8,(x,)] soit inversible, i.e., 
det[di(x,)] $92. 
Alors (x1 ,..., x > est reguliere dans A. De plus si 9J2 = (x, ,..., x1), A est 
regulier et r = rz; lorsque A 2 Q, la reciproque est vraie. 
Pour les deux premieres assertions ceci resulte du Theoreme 1.5 de [V]. 
Si ,4 2 Q, t = n et A regulier apres completion pour la topologie +9J2-adique 
kK[[x i ,..., x ~] ] par [Li, Theo&me 21, done +@2 = (x, ,..., x ) A et 9.R = 
@n A = (xl,..., x,),4. 
Signalons aussi que l’on peut trouver des derivations {d, ,..., d } de A 
telles que d;(x,) = 6,, 1 d i, j< t, en transformant {al,..., 8 ) par un Clement 
de GL,(A). 
7.2. Rappelons que si (A, ‘92, K= A/%2) est un anneau local regulier de 
dimension n tel que K soit une extension algebrique separable du corps k et 
si ‘$2 = (x, ,..., xn) alors 0 = Der, A est libre de rang n et l’on peut choisir 
une base { 8, ,..., a > telle que 8,(x,) = 6,, 1 < i, j < n. Ceci est vtrilit par 
exemple pour A= k[[x i,..., x ]] ou il localise regulier d’une k-algebre 
de type lini en un ideal maximal, si k est de caracteristique 0. On a 
alors un isomorphisme: O/92@ 5 ’ Hom,(9J2/%J22, K), defini par 8~ r(a): 
(liHd(a)}. 
Supposons que, dans ce cadre, 9 soit une (k-A)-algebre de Lie, 
A-module libre de rang 1, g: $P -+ 0, k un corps contenant Q. L’application 
5: ~/‘ill25! + Hom,(~9J2/%122, K) est composte de Y/929 -+ O/Y.RJJzo et de 
l’isomorphisme z et la condition t = codim diff, 9J2 = n = dim A Cquivaut 
alors a c~ surjective. En effet si 0 est surjective on ecrit d, = o(d,) avec 
d, ~9 pour 1 <i, j<n et n=dim,Im O= t; rtciproquement si t= 
dim, Im 0 = dim A, l’application $P/9129’ -+ O/!lJ2lJlo estsurjective t done c 
est surjective. 
7.3. Soit (A, W, K), K 1 k 1 Q, codim diff, +9J2 = dim A comme en 7.2. 
PosonsX=KerodesortequeF=@;=lAd,@XetLX=@~=n+lAdJ. 
L’application naturelle, .X/!IRX -+ 9(92)/9129 = Z0 est alors un 
isomorphisme: ce sont deux espaces vectoriels de dimension I, = I - n sur K 
et il suffit done de prouver l’injectivite, c’est-a-dire: X n !JJW = +JJ1X. Si 
d~‘9J29, d= x,“= 1 aj di avec a, E ‘92 et dE X implique 0 = o(d)(x]) = ai pour 
jE {l,..., n}, done de ‘9J2X. Ainsi V,, = V(K, &) = V(K, X/mZX), comme 
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X = Ker CJ, 5p opere trivialement sur K et done VO est l’algebre nvelop- 
pante sur K de yO : V = U,(TO). 
7.4. PROPOSITION. Soient k un corps de caracteristique 0 t (A, ‘32, 
k = A/T@) une k-algebre locale reguliere. Supposons que 6p soit une (k - A)- 
algebre de Lie et o: $P -+ Der, A un homomorphisme de (k-A)-algebres de
Lie. Si 9 est un A-module libre de rang 1 et si codim diff, W = n = dim A, 
alors: 
gl dim V(A, 9) = 1. 
Preuve. Par hypothtse, 0: Y/YJW -+ Hom,(W/%R2, k) verifie 
dim, Im 0 = n, done C? est surjective puisque A est local regulier de dimen- 
sion n. Posons A = b, A/mm’, $ = A OA 9, p= V(A, $), 93 = %A, on a 
signale en 1.3.2 que gl dim V=gl dim v et il est evident que 
codim diff, 9X= codim diffa @I= n. Par le theoreme de Cohen: 
ii s k[ [X, ,..., X,,]], nous supposerons done A = k[ [X, ,..., X ,] ]~ Si 
d, ,..., d , E Y sont telles que r?(Z)(Z,) = 6,, quitte a faire une transformation 
lineaire on peut supposer que o(d,) = 8/8X,. 
Par [F, Thtoreme 31 on a: gldim V=Sup(htP+diffdim, P/ 
PESpec A), oti diffdim, P = I - codim diff, P et codim diff, P se calcule 
de la man&e suivante: on complete idI,..., d,,} en une base Id,,..., d,} de 
9 de sorte que 9=@i=,Ad,@Kercr et Kera=@:=,,+,Ad,; soient 
( y, ,..., Y ,,) dans P tels que PA, = (Y, ,..., Y ,), on a alors: 
codimdiff,P=rg(Ccr(d,)(Y,)+Pl):~~~im, . . 
c’est le rang dune matrice a coefficients dans le corps des fractions de A/P, 
(cf. [GL], Lemma 6.11). Par le choir des 4, on a done: 
codim diff, P = rg( CiWX,( Y,) + PI ) 1 c I 4 ,I 
lCJ<??l 
codim diff P = hauteur de P par [GLR] Proposition 2. 
Par suite gl dim V= Sup{ ht P + I - ht P/P E Spec A > = I, 
Dans le cas global on a: 
7.5. PROPOSITION. Soit k corps de caracteristique 0 etR une k-algebre de 
type fini reguliere, integre. Si 9 est une (k-R)-algebre de Lie, et un 
R-module libre de rang 1 et si o: 9 -+ Der, R est surjectioe, alors: 
gl dim V( R, 9 ) = 1. 
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Preuve. Par [L, Corollaire 3, p. 2512, ou par F], on a: 
gl dim V(R, 6p) = Sup(ht *9JI + dim diff, *nZ; ‘9JI E Max R}. 
I1 nous suflit de montrer que dim diff, 9JI = I - ht +n pour 9JI E Max R; en 
localisant, frsm: g& -+ Der, R, est surjective t done d’apres 7.2 il en est de 
m&me de 0 m : $Pm/9JMm -+ Hom,(m/9X2, K). 
On en deduit codim diff, 9JI = ht 9JI et le resultat. 
7.6. Remarques. (1) La Proposition 7.5 calcule en particulier la dimen- 
sion homologique globale de l’anneau des operateurs differentiels sur une 
k-algebre de type lini reguliere integre R puisque l’on peut prendre 
2 = Der, R et 0 = id, auquel cas cette dimension est dim R. 
(2) Dans les Exemples 2.3 et 2.4 on peut appliquer 7.4 ou 7.5, comme 
rg 2 = dim, g, on a alors: 
gl dim V= dim, g. 
7.7. Nous allons pour finir, donner une application de la 
Proposition 7.5 a l’induction dans le cas des groupes algebriques. Nos 
definitions et notations seront celles de [M] ou [PSI. 
Soit G un groupe algebrique afline d&i sur un corps k algebriquement 
clos et R une k-algebre commutative telle que G opere sur R ration- 
nellement par k-automorphismes. Rappelons la definition: 
DEFINITION. Un R-G-module M est un R-module et un G-module 
rationnel tel que g(rm) = g(r) g(m) pour tous r E R, m E M, g E G. 
Soit P un sous-groupe fermi: de G et R = k[P\G] I’anneau des fonctions 
rationnelles dtlinies sur 9 = P\G. Si E est un P-module rationnel l’induit 
de E a G est par definition: M=Indz E, defmi par M= (qEk[G] 0 
E/p. 40 = rp pour tout p E P}, ou P opere sur les elements de k[G] @E par 
la formule: 
p(fOe)=&fOpe pour pEP,fEk[G],eEE 
(2: G + Autk k[G] est la translation a gauche: J,f(x) = f(g-lx)). 
On a alors le thtortme d’imprimitivite suivant: 
THI~OR~ME [PSI. Supposons P\G affine, un G-module rationnel M est 
induit dun P-module rationnel si et seulement si M est un R-G-module. 
Rappelons tgalement que l’hypothbse P\G affine st tquivalente a l’exac- 
titude du foncteur Indz; le theoreme precedent fournit une equivalence de 
categories entre les P-modules rationnels et les R-G-modules, le foncteur 
inverse etant kOR- (cf. [PSI). 
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Comme il est note dans [Ml, ce theoreme repose essentiellement sur les 
deux faits suivants: (a) R est G-simple dans le sens ou il ne possbde pas 
d’ideal G-stable non trivial, ceci parce que P\,G est aftine. (b) Tout R-G- 
module (non nul) est fidelement plat sur R, (cf. [PSI, (4.3)). 
Nous allons examiner ces conditions sous l’angle des V(R, Y)-modules. 
On dtsigne comme en 2.3 par g et p les algibres de Lie de G et P, respec- 
tivement. Nous avons done un morphisme de (k-R)-algebres de Lie o: 
R # g = 2 + Der, R, obtenu en differentiant les translations a droite sur 
2” = P\G: 
4WfK~) = i (fWx)) I l =o pour tout XE g, 
Si Ton suppose de plus G connexe et k de caracteristique nulle l’assertion 
2” := P\G affrne st alors equivalente a R = k[Y] = k[G]’ est saris ideal 
(non trivial), stable par les elements de a(g). 
LEMME. Soit M un R-G-module, M est naturellement muni d’une struc- 
ture de V( R, 9’)-module et est de plus un U(g)-module localement fini, c’est- 
&dire: 
dim, U(g)m < CC pour tout m E M. 
Preutle. L’action de G sur M: G + GL,(M) induit une action de g sur 
111: g -+ End,(M) par la formule: 
X~m=$(erY~m) IrCO pour tout XE g. 
De plus la condition erx(rm) = efXr . efxnz, XE g, r E R, m E M, donne en dif- 
firentiant: X(rm) = o(X)(r)m + rXm; d’ou la structure de V(R .Y)-module. 
Notons que U(g) c V(R, 2’) et la finitude de l’action de g provient de ce 
que tout Clement m de A4 est inclus dans un sous-espace vectoriel G-stable 
de dimension tinie qui contient l’espace vectoriel U(g). m. 
Nous allons voir que la condition (b) ci-dessus es consequence de l’asser- 
tion plus g&&ale suivante: 
PROPOSITION. Soient k un corps de caracttristique 0, R une k-aig6bre de 
type fini rPguli&e, intsgre, 9 une (k-R)-algt?bre de Lie, R-module libre de 
rang 1 et cx 9 -+ Der,(R) un morptiisme surjectif de (k-R)-algtbres de Lie; 
posons V = V( R, 9): 
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(i) Tout V-module qui est de type fini SW R est projectif sur R. 
(ii) Soit M un V-module de la forme M= RM,, 012 M, est un 
k-espace vectoriel de dimension finie tel qu’il existe une base d, ,.... d, de Y 
satisfaisant h diMo c M, pour tout i E {I,..., I}. Alors M est de longueur finie 
comme V-module. 
(iii) Soit M un V-module, non nul, limite inductive de sous- V-modules 
de tl’pe fini comme R-modules, alors M est fidtilement plat sur R. 
Preuve. (i) Par [F], on a: pd, AZ= pd, M+ 1, des que M est un 
I’-module non nul, de type fini sur R. De 7.5, il dtcoule: 
I+pd,Al=pd.A~,<gldim V=I, et done pd R A4 d 0. 
(ii) Rappelons (cf. [L]) que V est un anneau filtre par 
“‘p =z,<p RY, oh 2’ est forme des produits de i elements de 9, de sorte 
que le grad& associe soit l’anneau grad& SJY), algtbre symttrique du 
R-module libre 9’. Si {d, ,..., d } est une base de 2 sur R, 
gr Vr=S,(9)- R[t ,,..., < ] ou <, est le symbole principal de d,: 4, ~gr* V. 
Ainsi gr, R = S;(Y) est le R-module des polynomes homogenes de degre 
in en les t,. 
Si M = VM, avec dim, MO < a, on filtre M par: F,M= V, M,, et ainsi 
grF M est un S.(Y)-module de type fini engendrt par gr M,. On pose 
alors d(M) = dim gr M. 
Comme SR(Y) est une k-algibre de type fini rtguliire integre, le 
Thtortme 7.1 de [Bj, Chap. II], implique: 
d(M) + j(M) = dim R + 1 
pour tout M V-module non nul et j(A4) = inf( j/Ext’,.(M, 6;) # 01. En outre, 
d(M) 2 dim R + Z-g1 dim V = dim R et si l’egalite a lieu M est de longueur 
finie comme V-module. Prenons A4 non nul comme dans (ii) dans gr A4 on 
a: 5, . gr M0 c gr,(d,M,); mais d,Mo < F,M= M0 par hypothtse, done 
gr,(diM,,) = 0. 
On en dtduit { <, ,..., tr) c Ann..,, ) g r M et par consequent dim gr M d 
dim R = dim(S,(9)/(<, ,..., tr)). Ceci prouve d(M) d dim R et l’assertion 
(ii). 
(iii) Par (i), et le fait que R est integre, tout V-module non nul, de 
type tini sur R est fidelement plat sur R. Soit M=QiE,M,, oti le 
V-module M, est un R-module projectif de type fini; si i, E I le V-module 
M/M,, est limite inductive des MI/M, pour i E Z tel que Al, 2 M,,. Chacun 
des ML/M, Ctant un V-module, de type fini sur R, est projectif sur R et par 
suite M/M,, = l&r, M,/M, est plat sur R. 
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Si N est un R-module tel que NOR A4 = 0, en tensorisant la suite exacte 
0 -+ M,, -+ M --+ M/M, -+ 0 et en utilisant la platitude de M/M,,,, on 
obtient NORM,,, = 0. Done si l’on a choisi M, non nul, M,, est fidklement 
plat sur R, ce qui donne N= 0. 
Application. On utilise la proposition prCc6dente dans le cas oti G est 
un groupe algibrique afflne connexe d&?ni sur k (algkbriquement clos de 
caractkristique nulle); P est un sous-groupe ferm6 tel que S = P\G soit 
afflne, done R = k[T] est un k-algibre de type fini r6guMre intkgre. On 
pose .Y = R # y et l’on d&nit CT comme prbc&demment; CT est surjectif car il 
l’est localement par le Lemme 2.3(iii). On prend pour {di,..., d ) une base 
de g sur k, qui induit done une base de 9 sur R. Si M est un R-G-module 
c’est un V(R, Z)-module, localement fini comme g-module par le lemme 
p&t-dent, il s’kcrit alors M= h,, ,,,, M , M, Ctant un sous-V-module de 
type fini sur R. 
En effet pour tout wt, EM, U(g). ITI, est de dimension finie sur k et done 
Al, = RU(g) . rrz, = Vmj est un R-module de type fini (on remarque que V 
est engendrte comme k-algkbre par R et g). 
La proposition prtckdente s’applique done et (iii) donne: M est 
tidilement plat sur R (s’il est non nul). Le (ii) s’applique A tout R-G- 
module M tel que M= RM, avec dim, M, < ~1, car M 6tant g-localement 
fini, on peut choisir M,, g-stable, done tel que d,M, c M, pour ie (l,..., 1); 
ainsi un tel M est de longueur finie comme V-module. Comme tout 
R-G-module est un V-module, M est tgalement de longueur finie comme 
R-G-module, nous avons done retrouvk le Corollaire 4.2 de [PSI. 
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